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SUR LA PROBABILITE D'EGALISATION DES VITESSES DES MOLECULES GAZEUSES

Par Jeax pe NEYMAN,
Agrégé de physique, Professeur au Lycée de Saint-Etienne.

Introduetion. — L’article qui suit a é1é écrit avee douze autres, en prison, par un jeune physicien
frangais fusillé par lcs Allemands le 2 septembre 1974, pendant les quelques jours qui ont précédé
son exéculion, Né a Paris le 2 coflit 1914, d'un pére Polonais qui y résid depuis d: longu s années et
qui a rendu t r nd encore d'éminents servic s 4 notre p ys, Jean-Ca.imir d Neyman etait en 1938,
4 24 ans, professeur agrég: au Lycée de Saint-Etienne. Mobilisc en 1939, p .is destitué en 19jo sous
le gouverncement de Vichy, p rce que fils d’¢tranger, il entra comm professeu-, puis directeur d .ns
un cours piivé 4 La Baul. et devint I'un des piincipaux animateurs de la résistance dins la région.
Pend int I'eté 1944, il r.sta volontairement dans la poche en.ore occupée de Saint-Nazaire, pour y
continuer le combat. Il réuss.t, entre autrés f ils d’armes, 4 délivrer el a4 sauver dix otages a
Guérande, avant de payer de sa vie son divouem nt a sa patrie.

Son ceuvre scientifiqu: et pédagogique a été tragiquement interrrompue aussitdt que commencée,
Ce qu’il nous a laisse suffit a faire mesurer la perte subie en sa personne par I'Université frangaise.

Sommaire. -— Par une méthode ingénieuse de théorie cinétique classique, 1’auteur caleule la probabilité :
pour que l'une des deux molécules supposées élastiques el sphériques qui se heurtent prenne, aprés le
choc une vitesse supérieure a celle de la plus rapide avant le choc. Il donne cette probabilité en fonction

jet
du rapport ¢ des deux vilesses P — e o

Lorsqu'on traite de la température d'un corps
gazeux, on s'appuie toujours plus ou moins impli-
citement sur I'hypothése que les vitesses des molé-
cules oscillent autour d’une sorte de moyenne (avec
une amplitude du reste assez grande) qui est comme
un centre d’attraction pour les vitesses trop grandes
ou trop petites de quelques molécules aberrantes.
Autrement dit, on suppose que par suite des chocs,

les vitesses des molécules tendent, dans une certaine
mesure, 4 s'égaliser.

C'est de cette loi d'égalisation que je me propose
de donner maintenant une démonstration.

Je suppose que deux molécules sphériques, iden-
tiques, se rencontrent avec des vitesses que je repré-
sente par 1 et ¢, ¢ étant supposé plus petit que 1.
Je cherche quelle est, en fonction de ¢, la probabilité.
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pour que l'une des deux molécules rebondisse avec
une vitesse supérieure a 1 (I'une quelconque, étant
évident qu'il est impossible que les deux repartent
avec une vitesse supérieure a4 1, vu la conservation
de 1'énergie).

Je wais d’abord démontrer le lemme suivant :

TuEorREME. — Lorsqu’une molécule A vient frapper
une moléeule B primitivement immobile, elles repartent
toutes les deux dans des directions perpendiculaires,
percant avec une égale probabilité foute la surface
d’une sphére ayanl pour diamétre la vilesse initiale
de A au moment du choc (les deux molécules A el B
sonl supposées, bien enlendu, identiques, sphériques
el parfailement élastiques).

Fig. 1.

La somme des quantités de mouvement des deux
molécules restant constante dans le choe, on a
e — = L

mV|+mVi,= ml, si V) oet V)

. 3 _>
sont les vitesses finales des deux molécules et V, la
vitesse initiale de la premiére.

Done,
— — _
Vi=Vi+Vi,
d'une part.
Comme le choc est élastique, on a aussi

L= E;-MV_’,:'—P-I-mV_;2 ou ViV gVt
2 2 2
et le triangle des trois vitesses est rectangle.

Il reste & chercher de quoi dépend la direction que
prendra 'une ou I'autre des molécules. Le choc étant
supposé sans frottement, la force exercée par A
sur B pendant le temps infiniment court du contact
doit passer par le centre de gravité de B, ce qui
détermine la direction de la vitesse V. Du reste,
A ne peut passer au travers de B, ce qui I'oblige
4 prendre une direction faisant avec V' un angle
au moins égal & un droit. Nous avons établi que
cet angle est précisément droit. La direction de V;
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dépend done de la position du point K de contact
des deux molécules. Soit I le point ol le diamétre
de B est paralléle 4 V, M le centre de A et P celui
de B. La droite IP étant donnée, le centre M de A

Ve .

Fig. 2.

peut se trouver, au moment du choc 4 n’importe
quelle distance de IP inférieure au diamétre, et
dans n'importe quelle direction. Autrement dit, si
I'on projetait M et K sur un plan perpendiculaire
a IP, on trouverait des points situés au hasard
dans deux cercles ayant pour axe IP et pour rayon
respectivement le diametre et le rayon d'une molé-
cule. Donc, si x est la distance de K a IP, la proba-
bilité que x soit compris entre deux wvaleurs
et xy + dx, est égale au rapport de l'aire de la

R’ S’
R S
p

Fig. 3. Fig. 4.

couronne de rayons x, et x, + dag, & I'aire du cercle
projection de B, dont nous pouvons prendre le
rayon pour unité. Cette probabilité vaut donc

amxydar
= —-2—” = 2 ap dxy.

dp

Si « est I'angle de KP et IP, 1, = cos«, donec

dzy= | sinedz | et dp =2coszsing da.

Si IR est parallele a PK, le point R décrit sur
la sphére B une petite zone lorsque la projection
de K occupe toutes les positions de sa couronne.
Cherchons l'aire de cette zone de méridienne RR'.
IR = 2 cos « et IS, projection de IR sur PI, vaut

IS = 2 cos2y, 88" =d(18) = {cosz sinzda,
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L’aire de la zome étant proportionnelle &4 sa
hauteur, son rapport i l'aire de la sphére est

M = 2 cosa sina da,
c'est-a-dire égale a dp.

On voit done que la probabilité que R soit situé
dans une zone quelconque d’axe IP est précisément
proportionnelle a l'aire de cette zone, ce qui s’exprime
en d’autres termes en disant que le point R se trouve
situé avec une égale probabilité sur n’importe
quelle région de la surface de la sphére. Si de I on
menait une paralléle 4 V|, elle couperait la sphére B
en un point T diamétralement opposé a R. Si R
est placé au hasard, T l'est donc aussi, et le résultat
est le méme pour toute la sphére, pourvu qu’on
meéne les vecteurs a partir de I'extrémité d'un
diamétre parallele & V,. Notre théoréme est donc
démontré.

Calcul de la probabilité d’augmentation ou
de diminution de vitesse d'une molécule par

—3
choc avec une autre moins rapide. — Soient OA

—>
et OB les vecteurs-vitesses des molécules A et B,
qui valent respectivement 1 et c¢. Pour pouvoir

appliquer le lemme précédent, il faut que nous

puissions considérer B comme immobile. Pour cela, -

il suffit de la repérer par rapport & des axes entrainés
avec sa propre vitesse. Repérons donc toutes les
vitesses, d’abord, par rapport 4 ces axes mobiles.
La vitesse relative de A devient le vecteur OD tel

= —_ —_
que 0?5 — 0_]§ = 0A; celle de B est nulle.

Le choc donne aux deux molécules A et B deux
nouvelles vitesses relatives représentées par deux
cordes rectangulaires d'un cercle de diameétre OD,
soient OM’ et OP’. Les vitesses absolues que nous
cherchons s’obtiennent en ajoutant & chacune la

—
vitesse relative générale OB, ce qu’on obtient en
i ——> . — —
menant M'M et P'P équipollent & OB et DA. Les
—_— —
deux nouvelles vitesses sont donc OM et OP. Mais
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I'on a aussi

—a S s e
OM=0B+BM e  OP=O0B-+ BP,
BM et BP étant deux cordes rectangulaires du
cercle de diameétre BA déduit par translation de
celui qui avait pour diametre OD. Or, d’aprés notre
lemme, M et P sont placés au hasard sur la sphere
de diametre BA (4 cela prés qu’ils y restent opposés).

Les points O, B et A restant fixes, il est maintenant
facile de calculer la probabilité locale pour que 'une
des vitesses OM ou OP dépasse la vitesse OA supposée
plus grande que OB (OA =1; OB = ¢). Il suffit
d’évaluer dans quel rapport la surface de la sphére
de diameétre AB est partagée par la sphére de
centre O et de rayon OA.

Pour aider & la clarté du calcul, refaisons la figure
dans le plan OAB.

I
e

T
[T

LT

A7

"»'.',';;::m

Fig. 6. — La partie hachurée est la zone de la sphére (N)
extérieure & la sphére (O).

Soient N le milieu de AB et O le symétrique de O
par rapport & N. La figure OAO'B est un parallé-
logramme, avec

PN

OA =BO' =1, OB=A0'=¢ et AOB=§

par définition, pour simplifier I'écriture. Les deux
sphéres de centre O et N, coupent le plan de la
figure suivant deux cercles de mémes centres
respectifs, qui passent tous deux par A et par A/,
symétrique de A par rapport 4 ON. L’intersection
des deux sphéres est donc le cercle de diamétre AA’
qui a pour axe ON, pour centre I, et qui se projette
sur la figure suivant ATIA’. D’autre part, la sphére [N]
coupant la ligne des centres en J et K, la zone (*) de
cette sphére extérieure a la sphére [O] a pour hau-
teur 1J, et le rapport de son aire a I'aire de la sphére

compléte est % C’est ce rapport qui mesure la

probabilité locale (c’est-a-dire relative a la seule
figure AOB) que I'une déterminée des deux molécules
reparte avec une vitesse supérieure 4 1. La proba-
bilité locale que nous cherchons d’abord est double,

(1) Cette zone pourrait plus précisément étre appelée
calotte, mais elle se traite, au point de vue des caleuls, comme
une zone.

U,
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puisque chaque molécule a la méme probabilité et
que les deux cas s’excluent. Nous avons done

‘2l _ NJ—NI_AB—oNI[ _ NI
P=KT ™ A Asn A8’

I .
Calculons donc %—i en fonction de cet B8

NI = Ol — ON,

OI est la projection de OA sur OO’ dans le
triangle OAO’ dont I'angle en A est supplémentaire
de B

A0?=0A%*+00"—201.00,

donc
of — OA?+00”—A0" 1+00"—¢
- 200’ 200’
Or
00 =0A24+ A0+ 20A.A0 cosP =1 ¢t 2¢ cosp.
D’ol
2 42 r0sl :
ol — -+ o¢rosf _ 1+ ecosf3 .

2y i+ e+ sccosi Vi et zecos

ON est la moitié de 00, donc

I
~(1+cr+2ccosf)
| — )
ON = 5 1+ ¢+ 2ceosf =

NI = Ol —ON
i

= ——_L—-——I(t+ccos;i—i—%——ccosﬁ)

Vi+ i cceosp

Vi ct+z2ccosf

—_ 1 — ¢t

Dy € C oS3

D’autre part,

As'=0A+ 03— 20A.0BcosB =1+ c?— 2¢ cos j,

AB=\T+4ct —.ceonp

et

NI . 1—c?

—_ — ) —
P A V(1+cf+ seco8p) (s +ct—zecos)
donc
1— ¢t
p=1—= .

Vil et)i— qetcosty

Cette expression de p n'est guére utile, car nos
calculs dépendront ensuite plus simplement de AB
et d: NL

Elle ne donne encore que la probabilité locale,
corrcspondant a Ja seule valeur de § utilisée dans la
formule obtenue. Il reste a4 calculer la probabilité
totale P en tenant compte pour chaque valeur de
de la probabilité de cette wvaleur, probabilité qui
n'est pas uniforme comme nous allons le montrer.
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En effet, si nous portons & partir de O tous les
vecteurs OB possibles, les extrémités B se répar-
tissent sur une sphére S d'une facon qui serait
homogeéne si pour toutes les valeurs de @ deux molé-
cules de vitesse 1 et ¢ avaient les mémes chances de
se rencontrer. Or, une molécule qui se déplace a
d’autant plus de chances de rencontrer une molécule
fixe que sa vitesse est plus grande. La probabilité
de rencontre des molécules A et B est donc propor-
tionnelle a leur vitesse relative, représentée par la
longueur AB. Il convient done d’affecter chaque

©)

Fig. 7

région de la sphére S d'un coefficient de probabilité
proportionnel & AB. Il suffit du reste de le faire
pour chaque zone de S ayant OA comme axe, a
condition que sa hauteur soit infiniment petite,
soit dh. Comme dh est proportionnel 4 la variation
de cos B, 'aire de la zone est proportionnelle 4 sin Bdp
et la probabilité que le point B s’y trouve est propor-
tionnelle & AB sin Bd@. On peut donc écrire la valeur
de la probabilité totale P sous la forme

+1
fp.mdpsmﬁ f pABdr
]

f AB dB sin f AB de

si I'on pose cos@ = { (en changeant les signes haut
et bas).

Comme nous avions

P=

NI _ AR— NI
P=1=F5 = "as
—-+1 +1
f(AB_zM)d: —f NI de
p== = : -+
j "ABde J "AB de
—1 —
avec
1—c? ————
Nl = —_—,—, ., AB=yi1+ct—act.

Vi-+ct+ 20t

En calculant séparément les deux intégrales,
on obtient d'une part

1

f?.Nld!'*—f (l_c’)dtt="“.—_€"')(l+r?+c>z
T V2c 2¢

(1+c2+ 2¢t)
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de sorte que

“+1

[ aNtdr= 20— 1+

- Voe \Wae

d’autre part,

I— e
— )= 2 — 203,
Vae )

[J\Bllt=fv’|—0—cﬂ_';_ctdr=—§“§(I+C:—E)L
. d

Yo

ek

R . N q
[ ABde=Vac (+ef
J_ 3 a2cy/2e

(1— )" 2
- ,__) =2 =+ =i,
acyac 3

On a done finalement

—..;—."C-"

Cette formule, d’'une étonnante simplicité, donne
une explication compléte des conditions d’échange
de vitesse par choes : on peut le rendre tout i fait

7
générale en remplacant ¢ par :,—, puisque ¢ était
1

la vitesse V, en prenant V; comme unité. On a
alors la formule applicable dans tous les cas

P = —"i"'{'i-""'l

37+ 13

P étant la probabilité qu’aprés le choc une des
molécules ait une vitesse dépassant la vitesse V,,
supposée elle-méme plus grande que V, V, et V,
étant les vitesses des molécules avant le choc.

Représentation graphique des variations de
la probabilité P avec le rapport ¢ des vitesses
(fig. 8). — Le diagramme débute avec une allure
parabolique, et devient ensuite presque rectiligne,
pour atteindre P = 1 avec la valeur ¢ = 1, ce qui
est évident a priori.
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On voit clairement les faibles valeurs de la proba-
bilit¢ P pour les petites valeurs de ¢, c’est-a-dire

lorsqu’il existe une grande différence entre les deux
vitesses V; et V,; par exemple, il y a environ

P
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Fig. 8.

neuf chances sur dix que les vitesses s'égalisent si
I'une est au début triple ou quadruple de 'autre.
Lorsque l'une est double de I'autre, il n'y a plus
que sept chances sur dix pour qu’elles s’égalisent.
Enfin, pour ¢ = 0,66 cnviron, c¢'est-d-dire lorsque
I'une des wvitesses est de 50 pour 10o supérieure a
'autre, elles ont autant de chances de s’égaliser
que d’augmenter leur différence.

On peut donc dire en quelque sorte que l'inégalité
moyenne que tendent &4 produire les chocs entre
molécules correspond au rapport des vitesses de 2
a 3, puisque les vitesses tendent a s’égaliser par le
choe, ou &4 se différencier davantage, suivant que

leur rapport est plus petit ou plus grand que deux
tiers.

Manuscrit regu le 1o juin 1945,




